Résolution de —u” 4+ u = f sur le cercle

Geoffrey Deperle

Lecons associées :

— 201 : Espaces de fonctions. Exemples et applications.

— 220 : Equations différentielles ordinaires. Exemples de résolution et d’études de solutions en
dimension 1 et 2.

— 221 : Equations différentielles linéaires. Systémes d’équations différentielles linéaires. Exemples
et applications.

— 246 : Séries de Fourier. Exemples et applications.

Le but de ce développement est de montrer le théoreme suivant :

Théoréme. Notons H'(T) I’ensemble des fonctions de L*((0,2m)) 2w —périodique de dérivée
appartenant a L*((0,2x)). Soit f € HY(T), une fonction uw € H'(T) est solution faible de
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u(0) = u(27)

2 2w
(c’est-a-dire une fonction u € HY(T) vérifie Vo € Hl(T),/ u'e + up = / fo) si et
0 0

seulement si u est de la forme u = e f avec Vx € |0,27],e(x) = §€_|x| + 1ch(a:)
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Preuve :

Etape 1 : Montrons que v € H'(T) est solution faible de (*) si et seulement si u = K % f
ou K est une fonction a déterminer.

Analyse :

Soit w une solution faible de (%), On a
o 27 2r _ 2t
V¢EHHT%/ wd+u¢:/)f¢&di/ e S
0 0 0 0

Comme les fonctions considérées sont dans L?((0,27)) d’apres la formule de Parseval on a :
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car Vn € Z, c,(u') = inc,(u).

D'ou »_ [(1 +n?)e,(u) — cn(f)} cn(9) = 0.
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Comme D’égalité est vraie pour tout ¢ € H(T), avec ¢, : & +— €™ on a Vn € Z,c,(u) =

1+ n?
c
d’ott u est déterminée par u = » . Tifl (limite L? de la suite des sommes partielles).
n
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Synthese :

La fonction u : x +— % ] —|—n2 e™ est bien définie car ‘fi@ < H+n2 et f € L*((0,27)) d’ou

ne

c

> ll:- ; < +oo donc u est bien définie et est continue (comme limite uniforme d’une suite de
n
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fonctions continues).
De plus,

il (5 (7)) (Sa0r) cm
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donc u est de classe Ct et u € H(T).
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Ainsi, u est solution de () si et seulement si u est de la forme u = Kxf avec K : x +— i Z
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Etape 2 : Cherchons une expression explicite de K en résolvant I’équation au sens des
distributions

Chercher les solutions faibles d’une équation différentielles revient a chercher les solutions au sens
des distributions. Cherchons alors a résoudre 1'équation —7" + T = T} au sens des distributions.
Soit e une solution élémentaire, c’est-a-dire une solution au sens des distributions de 1’équation
—T” + T — 50.

Sur R™ et sur R™*, on a —¢” + e = 0 donc
ae® + Be* siz e R

Jo, B, p e RVe € Rye(x) = {)\ez e size R

Or, d’apres la formule des sauts, on a

¢ ={e"} + (e(07) — e(07))d + (€/(07) — €'(07))do
=—c+(a+B8—-A—p)dy+ (= — X+ pu)do

d’ou on doit avoir
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donc e(x) = { d'ou e(z) = Le "l + ae” 4+ pe .

Par changement de variable, on peut ré-écrire e(z) sous la forme e(z) = 1e~I*l+a cosh(z) 4 bsinh(z).
Ainsi e est une fonction continue (et non plus seulement une distribution).

Comme e est une solution élémentaire, on a Vf € C°((0,27)), e x f est solution de —T" + T = T} au
sens des distributions donc est solution faible de I’équation —u” +u = f.



Etape 3 : Conclusion

Montrons que e x f € HY(T),

— ex f est 2r-périodique car f l'est.

— e fllz < lellllflls < +00 car e € CO((0,2m)).

— Mlex f)[lz = llex f'll2 =< [lel[1[|f'[]2 < 400 car f € HY(T).
donc e x f € HY(T), d’apres ce qui précede, c,(e* f) = c,(K * f) et par injectivité des coefficients
de Fourier,onaex f = K % f.
Comme Dégalité est vrai pour tout f € H'(T), on a e = K (il suffit de tester I’égalité sur des
fonctions tests)
Ainsi, pour tout = € R, e(z) = Le7I"l + acosh(z) = K(z) donc e est une fonction paire (car K l'est),

donc b = 0 d’olt e(z) est de la forme Le~I"l + a cosh(z).
le=2m _ 1 1
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cosh(2m) — 1 e 1

De plus, comme ¢(0) = ¢(27), on a 5 + a = 3¢~ *" + acosh(27) d’ott a =

U




